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Kombinatorika

Faktorial

Faktorial je zakladem celé kombinatoriky, které poskytuje nastroje napfiklad pro vypocCty
z oboru pravdépodobnosti a statistiky.

Faktorial je soucin té nejjednodussi aritmetické posloupnosti s Clenem a; = 1 a diferencid = 1.

Oznaceni faktoriélu ... faktorial n se oznacuje jako n!

Ukazky:
51=1.2.3.4.5=120
6!=1.2.3.4.5.6=720
71=1.2.3.4.5.6.7=5040

VSimnéte si, jak hodnota faktorialu prudce roste. Obecné mizZeme napsat:
n'=1.2.3.....(n-2).(n-1).n
Z toho plyne napfiklad:

n!=n. (n-1)!
7'=T7.6!

Dohodou plati:
0l=1
Kombinatorické funkce jsou definovany pouze pro nezaporna cela cisla.

Proto i jako symbol se zpravidla uziva pismeno n. Na kalkulacce je funkce pod tlacitkem n!
nebo x!.

Faktorial vyuZivame pfi hledani po¢tu moznosti.

IPfikIad 01: Na policce mame 8 knih. Kolika zpisoby je muzeme uspofadat?
8! =40 320

Celkem existuje 40 320 zpUsob( uspofadani 8 knih na polici. Pokud ¢lovék nema zku-
Senosti s kombinatorikou, pfipada mu to jako neuvéfitelné Cislo.



IPFl’kIad 02: Na policce (Setfim pomlckami) mame 3 knihy némecké, 2 francouzské, 4 ang-
lické a 6 Ceskych. Celkem 15 knih. Kolika zpusoby je mizeme usporadat tak, aby knihy ve
stejném jazyce staly vedle sebe?

Trochu téZSi priklad s vabnickou k chybé ... Udaj o celkovém poctu knih nam neni k nicemu.
Pocitame:

pocet moznosti v kazdé skupiné: 3!.2!.4!. 6!

a jesté pocet usporadani skupin: 4!

takze vysledny pocet moznostije: 6.2 .24 .720.24 =4 976 640

Pokud by knihy stejného jazyka nemusely stat vedle sebe, byl by pocet moznosti
15!'=1 307 674 368 000, ale na to se nikdo neptal.

Odpovéd na otazku v uloze ... mame celkem 4 976 640 moznosti.

Faktorial Ize pouZit i v rovnicich (a také toho vyuziju v testech). Ukazka:

IPFikIad 03:| Vypoctéte n

(n+1)!=72(n-1)! Upravime podle faktorialu s nejmensim zakladem (v tomto
pfipadé se jedna o (n-1))
(n+1).n.(n=-1)1'=72(n-1)! Kratime faktorialem (n - 1)!

n(n+1)=72 Pfevedeme na kvadratickou rovnici. Ve vétsiné pfipadu

|Ize Fesit i jednoduseji (soucin dvou sousednich celych Cisel)
n+n-72=0 A kvadratickou rovnici umi kazdy (alespor doufam).
n{= 8, n,=-9

Hodnota -9 nespliuje definiCni obor faktorialu. Proto je feSenim Cislo 8.

Dodatek:

P¥i testu, zda hodnota feSeni spadé do defininiho oboru, musime vysledek dosadit do
konkrétniho pfikladu. V naSem pfikladu tedy dosazujeme -9, resp. 8 do (n+1) a (n-1) a teprve
pak testujeme spravnost.



Variace

Nekdy vybirame pouze urcitou Cast z celku a jeji poCet moznosti. Pokud zalezi na
poradi vybranych moznosti, jedna se o tzv. variace.

Vypocet variace bez opakovani

Vi(n) ... variace k-té tfidy z n prvku

IPFl’kIad 04:| Finale béhu na 100 metrd se zucastni 8 bézcu. Kolika moznostmi mize do-
padnout pofadi na stupnich vitéz(?

Protoze zéleZi na tom, které misto na stupnich vitézu atlet obsadi, jedné se o variace.
VypocCet bude tedy:

. 8! 8!
pocet = W = 5 =336

Na kalkula¢ce najdeme tuto funkci pod tlaCitkem | nPr |.

Clovék by odekaval nVr, ale je tam P. Nejspise proto, Ze si navrhaf kdysi davno zmylil
variace a permutace a stala se z toho norma, ale kdo vi?

TakZe 8 (pocet vsech atlett) | nPr | 3 (pocet lidi na ,bedné®) = 336

Variace s opakovanim

Vi(n) = n*

Jak vidite, je to jednodussi. A vysledky jsou zpravidla mnohem vétsi.

IPf'ikIad 05:

Kolik trojcifernych Cisel mizeme vytvoiit z Cislic 1,2,5,8,9?

Pocet Cislic k dispozici ... 5 (n)
Pocet Cislic v hledaném Cisle ... 3 (k)

5°=125



Kombinace

Podobna funkce jako variace, ale nezalezi na poradi vybranych moznosti.

Vypocet kombinace bez opakovani

Ck(n) ... kombinace k-té tfidy z n prvku

IPFl’kIad 06:| Kvalifikace b&hu na 100 metrd se zu&astni 8 bézcu, do finale postupuiji prvni tfi.
Kolika moznostmi mize dopadnout postup do finale?

ProtoZze nezalezi na tom, jestli zavodnik postoupi z prvniho, druhého nebo tfetiho
mista, jedna se o0 kombinace. VypoCet bude tedy:

v 8! 8!
pocet= 38.31 = 35 =

Na kalkulacce najdeme tuto funkci pod tlacitkem | nCr |.

TakZe 8 (pocet vsech atlettl) | nCr | 3 (pocet postupujicich) = 56

e . .| N
Kombinacni Cislo Cy(n) Ize také zapsat ve formé {k}
Cte se to ,en nad k&". Hlavn& neplést se zlomkem.
Kombinace s opakovanim

Ciin) = {”*L"T = C(n+k-1)

IPf'ikIad 07:

V |ékarné maji modreé, zelené a zluté rousky. Potfebuju celkem 10 ks a je mi jedno, kolik bude
kterych. Kolik mam moZnosti nakupu? (n=10, k=3 druhy rousek — n+k-1=12)

. 12! 12!
pocet=3) 12.3 = 3191 =220

Kdo nevéfi, miZe si to zkusit rozepsat © .



Nefesené priklady:

:

Priklad 08: Pfi losovani sportky se z celkového poctu 49 micku tahne 6 mick( (prémiové
Cislo nechame bez povSimnuti). Kolik je rdznych moznosti taZzenych Cisel?

:

Priklad 09: Ve tfidé je 15 lavic po dvou Zidlich. Kolika zpUsoby se tam muUZe rozsadit 6 stu-
dentd?

Priklad 10: Mame stejnou tfidu a 8 identickych sesitu. Kolika zplsoby je Ize rozdat, kdyz na
jednom misté (= u jedné Zidle) smi byt nejvySe jeden sesit?

:

:

Priklad 11: Kolik étyfmistnych kdédi mUZeme sloZit ze znaku anglické abecedy (26 znaku)
s tim, Ze prvni bude samohlaska a posledni souhlaska?

:

Priklad 12:) Rada VOS se sklada z 9 ¢lend. Prvni roénik (celkem 26 student() doda 2 ¢leny,
druhy rocnik (32) se podili 3 Cleny, treti rocnik (34) obsadi zbylé posty. Kolik je moznosti na
sestaveni rady VOS?

:

Priklad 13:| Dvé studentky béZely o pfestavce do nejmenovaného marketu, kde mély za Ukol
koupit vS§em spoluzakim (celkem 12 ks) po jedné kaiserce. V nabidce byly jemné, celozrnné,
se sezamem a s makem. Divky vzaly z regall naméatkou od kazdého druhu nékolik. Kolik je
moznosti nakupu?

:

Priklad 14:| Kolika zplsoby muzeme vytahnout 4 karty z baliCku pro canastu bez Zolik
(celkem 104 karet), kdyz se v balicku kazda karta 2x opakuje — jedna se o dvé stejné sady?

Tak pocitejte a lustéte. Pokud nékdo bude potiebovat pisemnou Ci telefonickou konzul-
taci, vstupni poplatek je alespori pokus o vyfeSeni vSech téchto pfikladd zaslany na jiz znamou
adresu.



Pascaluv trojuhelnik

@
O @
© & ©
®© ®©0 0
© ®© 06 0 06
6 ®0® 60 06
®©® ®©6 ®» ® O
006 66 00

a tak dale az do nekonecna

Kromé okrajovych jedni¢ek vznikaji vSechna Cisla v Pascalové trojuhelniku souctem
dvojice Cisel o fadek vySe. A ted to nejzajimavéjSi ... Pascallv trojuhelnik obsahuje kombi-
nadni &isla. Prvni fadek ma &islo 0 (nula), stejné tak i prvni &islo v fadku. Radek uréuje pocet
vSech prvkl ve skupiné (n), pozice v fadku je poCet vybiranych prvku (k). Takze napfiklad Cislo
5 v modrém krouzku je kombinacni Cislo C4(5), 15 ve zlutém krouzku predstavuje C4(6) a 35 v
zeleném krouzku je hodnota Cs(7).

VSimnéte si, Ze trojuhelnik je soumérny podle svislé osy. Z toho faktu vyplyva nasledujici
tvrzeni:

Ck(n) = C,«(n)
a dale
Ci+1(n+1) = Cy(n)+Cys1(n)

Tyto vzorce ob¢as pouZijeme, aby tu nebyly napsany jen tak zblhdarma.



Dalsi vlastnosti Pascalova trojuhelniku je, Ze soucet fadku Cislo n je 2". Zajimave, ze.
A to jesté neni vSechno.

Pokud budeme scitat hodnoty v Pascalové trojuhelniku ve sméru podle naznaCenych
rizovych Sipek, vyjdou nam hodnoty 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; ... Jsou to hodnoty tzv. Fibo-
nacciho posloupnosti, ktera je vyuzivana v celé fadé matematickych modelu i pro vypocet zla-
teho fezu.

A aby toho nebylo malo, vSiml jsem si, ze Cisla 1; 11; 121; 1331; 14641, coz jsou radky
0 az 4, jsou mocniny 11% 11 11% 113; 11*. Nikde v knihach jsem to nenasel a délam si na to
narok. Reichelovo pravidlo ©

Viyuziti Pascalova trojuhelniku si predvedeme v nasledujicim tématu, kterym je Bino-
micka veéta.

Vysledky prikladi z minulého tématu:

Reseni 08: Cs(49) = 13 983 816

Reseni 09: V(30) = 427 518 000

Reseni10: C4(30) =5 852 925

Reseni11: 6.26.26.20=81120

ReSeni12: C,(26) . C4(32) . C4(34) = 74 758 112 000
Reseni13: Cy(12+4-1) = C4(15) = 1365

Reseni 14: 338 351 Zkuste najit vzorec (pro preborniky)



Binomicka véta

vvvvvv

historie. Kdysi davno, kdyz po zemékouli jesté |étali Spacci, jste se na zakladni Skole pfi hodi-
nach matematiky ucili vzorec o druhé mocniné dvojclenu.

(a+b)? = a* + 2ab + b?
Nékde se lidé zabyvali i tfeti mocninou:
(atb)® = a* + 3a’b + 3ab* + b°

Binomicka véta ndm ukaze, jak umocnit takovy dvojclen libovolnym pfirozenym expo-
nentem. Vratime se k Pascalovu trojuhelniku. Jeho radky jdou po sobé nasledovné:

1
2;1
3;3; 1

4;6;4;1 atakdale

— e o

’

a mocniny dvojclenu vypadaiji takto:

Urcité jste si toho vSichni vSimli. Koeficienty v jednotlivych ¢lenech vysledku odpovidaji
kombinacnim Cislim v Pascalové trojuhelniku. A dostavame se k definici binomické véty

(a+b)' = 3C{n)a

Také vam ten vzorec pfipada krasny?

Znak > znamena soucet, i je pofadi ¢lenu od nuly po n, a a b jsou nenulové hodnoty,
a’=b’=1,a"=a,b'=b



A muzeme hrdé prohlasit, Ze umime umocnit dvojclen libovolnym (skoro) mocnitelem.

Tak napfiklad 7. ¢len binomického rozvoje (x-2y)' je (pozor, 7. élen ... i = 6, protoZe za-
¢ina nulou)

Ce(16) . X' . (-2y)® = 8008 x™ 64 y° = 512512 x"y°

Jednoduché, vidte. Na prvni pohled. Kombinatorika je ve skutecnosti velmi rozsahly
matematicky obor, ktery poskytuje mocné nastroje dalSim odvétvim matematiky, zejména pak
poctu pravdépodobnosti. Zatim jsme jen nahlédli ,letmo pod poklicku®.
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